7.2 DMatrices par blocs

On peut considérer les matrices comme simple tableau de nombres, mais
il est parfois utile de faire apparaitre certaines structures, comme par
exemple les colonnes. On peut également partager les matrices en blocs
et ainsi mettre en évidence des sous-matrices.

Exemple Ae hBI\% (“Z)
3 1 0120 -1 Ay Ap Ag
A=10 1 1 101 1 |=
2 10271 2 Ag Ap Ay
A eAW,.n (l?,) : ) On d_;.k que A e/a@- CQLLGLoue_
A ag €T, R
Ay 2 xe sz PQL beoC.S

Addition et multiplication par un scalaire
Si A, B € M,,«»,(R) sont organisées en blocs de la méme fagon, on peut
les additionner bloc par bloc.

A | A A By | Bia DB
A+ B = —
Ao Ay Ass Byy ' By Dos
(An + By A+ B A+ Bw)
Aoy + Boy - Agg + By Agz + Bag

On multiplie de méme, bloc par bloc, une matrice par un scalaire. Pour

A€R, ona
AAir | MAp | AAg
ANA =

Produit par blocs

On peut multiplier des matrices A et B par blocs en utilisant la régle
habituelle ligne-colonne si le partage des colonnes de A correspond a
celui des lignes de B :
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Soient par exemple A € M,,.n(R), B € M,,,(R) des matrices par blocs

273 pax blocs 3xd poe blecs

B\ h.
All AIQ A13 hz
A= B =| Bxn
Agp 0 Ay Agg A

Alors le produit est donné par 2xA4 pour bl 0cS Paodarc L

A A (AH Bn'l' A12 BQ1 +A13 B31> “ e,t,anb = coeonae,
B =
bCoc 3
A9 Bi1+ Aoy Boy +As3 B3y P~

A e/.)":_ FxS paxr LCDC‘S) $ &0;.\_ E_ch SKJC r,a;,L:CoCS.

Exemple Fem (“Z)
6x2
(W
A ey, (1) o0
2 0] 32
3—10201\ oo
A=1[1 2 101 3 B=|70 0
00 0010/ 2
2 01
2 2 4 \
5o 4 ‘2 111/ 4
2 -4 0 -
A (317) [B22) - (032)
A - ([t elc.
ApBae (3) ane - (333)
6-2 3 o2 a4 a4 C
A(.B- (45'&) 204){’(333) z 9(
: 6 8 6
2 o 4

(000) #(204) ¢ (os0)
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air ... Qip
Cas particuliers Soit A € Myxn(R) avec A= | 2

m n Am1 .- Qmnp
Partition partlignes Partition partcolonnes
0 —p m
i Leeq C A A (d...a,) Qe R
Lpm LAY ) L + (col, (A) ... o€, (4))
QSQQ(A.) GQ
Application au produit matriciel
Soient A € M,,xn(R)., B € M, »,(R) des matrices. i;: ¢ ‘Rn Ot H,W(Q)
§ BB - A (G5 (AB— AR) AT eR” or o)
A% N
2) AB - ktsn: (%) ) ? - (%?M\B )
Q{j"mu“ Oﬂ‘m“‘"%
) Q . [A) _ _ Pl.o&u.ct . .

3) AB- K 3"3 )[b,,...b,,) Qigne - cotonee”
Qﬁnm (A) 5 L\i(cd - [AB);- ond-
eﬂn‘(A) b" C e e e,aﬂA(A'\ l’(’ d - PR

- & | . L, 0
[A ) . .
’ - - - : bu'
Conn KV D, - -~ g9, (A1 bp -51“*“‘ 4
mx P _0on.(A)-b;
- an (B) ek )? J .
) AB - (@ .Ep) ( st scaloice
K S “Py\ ()
. 2 (ay) (Lga (®) (ol th1) (g CBy
ko ’Qi/ ) Z ea )

mabicce mx P

ddvelLoprement  Coforne - Qéaoe,“ do AR
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(coe, ) (€gn 3y) = (i) (&9, (3)

Q"K
A . ( : ) (buc - bup) = Cy
CLm U A‘P MKP
C CU.)i" = 0.; Lu. e N “
J o AB-Z Cu - 2
le- ws
Donc on rebiouoe bien Le podust !
matciccel Cconnu d.u‘; Q.LSA& colonae

/\ vou  ex. moodPe |

Matrices triangulaires et diagonales par blocs, inverses par
blocs

Q:zbﬂ'

?

Définition 71 (triangulaire supérieure, inférieure et diagonale par blocs).
Une matrice A € M,,.,(R) est dite

1. triangulaire supérieure par blocs si A;; = 0,Vj < @ :

AM Adz -
ok (0 Azz) Ae= O

2. triangulaire inférieure par blocs si A;; = 0,Vj >4 :

Aaa O
A K/’m A-z-z> A= O

3. diagonale par blocs A . LAM (o) ) AU = O

Soit A € M, x,(R) une matrice triangulaire supérieure par blocs avec
All Alg N4 . . 5 1
A= . Supposons A inversible d’inverse A7 :
0 Ax/n, (o
N, nZ, O € anx N, )

n""'\L € h
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By | B\ ™
Partitionnons A~! de la méme facon : A~! = ( ) Alors
B By Ne
ha T
AR Tow (Aefeey(Bua Yo ™ (Tol 2
0 | A2 324 322 o La,
s ( Aaa ‘g.t.q "'All'z qu Aaa 342 + A42- ‘329.
Aze B2a Az, Boy
dmc A‘\A &4 + A‘\'L &74 = I'\q (4.\ [3
Agg B2a = O (2) A (Au B FAe B2): 0
AraBap + A By = O (3) 4o
. -4
Az By, - -‘—nz LY Bt A‘M Arz BZ'L:O
0
A Y

([‘\ =) A?l (.,QUQ(S:(?CC, Q’.Q‘\UC(S! 222 = AZZ.- 342:- A;:A42322

@) Ayt (A "524) =0 - By .

() A, Ba - The = Aw (noesille dlenvese by =Aa
Théoréme 75. Soit A € M,,«,(R) une matrice triangulaire supérieure
par blocs. Alors si Ay et Ass sont inversibles, A est inversible et

i A AL Ae B A
A 4 : AN AA 22
O At

2
Exemples
2 A -2 -4
"\ A‘ [-a PN Calrelec A
O O &
-4 _ a4 -2\ 4 . [-1~
AN (1) (% - ALZ) (3) 2 (_?_2)
00 4/2

2n
5 | 3=T ol 5(2) A:rD=0 = D-A
< = n - il
AR+T, D=0 @ (W E-Tn
c=0 () o €o mabccce caowse de

. 190 I~.o ek [Th ©
AC+TaE-Tn (Azﬂ“c’k(_‘:T)
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7.3 Décomposition spectrale
Si A est une matrice symétrique, alors on peut l'écrire sous la forme

A = PDPT pour P orthogonale et D diagonale. Autrement dit, on a

(?s (JJ:‘ .U-:..,) ew c0f.de P Sonl 80((\“’% d_e oe.eieuu.s
popres da A ort&onocadd

OF (‘Aa- ) Q Nu, ooy A Soal Cen valecu s
'An propien AL A (aon ne.

diolcncben mass touten dons R )
T . _ T
A:?‘D? = (ud.“ﬂ'n K:'\A..‘O )[M, . n)
An

La ™
d.op\, 'COQON\Q -~ QL'S(\Q" e prodeni t

Ainsi, le développement "colonne-ligne" du produit matriciel permet
d’écrire la décomposition suivante :

A= Z il = AlululT + ...+ )\nﬁnu

Cette écriture est appelée décomposition spectrale de A car c’est une
décomposition en éléments dépendant du spectre de A, c’est-a-dire de
ses valeurs propres.

Remarque
Chaque terme )\iﬁiﬂf € Myxn(R) est de rang égal a 1. En effet :

-4

les coConnes de Lo mabrce N A iz: Sont oliacacced o M
RIS
- o,
AL L = Ae k M) (g e )
hne
——

(% colonna AL T
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AL Mz Mo R D T | PN T

) : : D Lim Qe
: " P AN
Ar Weggdoy; e e eee XD M Mac " drimeﬂSZOq'(l
doac Qe rana
= AL M- g Avn = N ps AL

C&m,ue matice ,L( ,u. et Qo matrice o Leo
proi. orblogonale ser Lo duocle Gectonelle €ng pS £ .

J [~ }
A M:TM; c Q, ) ¢50.C_& R u;=/{

Exemple 1%4

- (2 ¢ _ 19 2 = (A ) -
A“(Z. q) TA(M 3-2 (3 y-4

¢ e (2-31(x-3)
o k1 < (1) < e (0]

A
2
Lew (A-3T,) - ke (43 ) = Span (i)s

Y- (2/—/'5" —ME—) D . (80) ,?'rz (2/J§ (r\g)

‘fi? 2795 °© 3 ALy 2
' P _
o JPcc. spectiale e A . A=3 AR 3’1'2.'12:'-
" - /sy 2/
A 7 - (ﬁ>wﬁ e (z/s *’s)
- (Ea 2 —-)
= (e R

» ~T —4/{ _{/S —Z/S
L = s - / 2/ =
e [ : ) ol e (""s "’6')
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